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Chripka

Chripka je infekni virové onemocni, které pai mezi vysoce nakazlivé nemoci.
Chripka postihuje vSechnyékové skupiny a rize vyvolat epidemii. Virus dipky se
roz&kluje do ¥ skupin: A,B a C. Virus je popsanadiva odliSnymi proteiny zname jako
antigeny, které jsou na povrchu viru. Proteiny ageywaji haemagglutin(H) a neuraminidas
(N). Typ A vyvolava onemocmi i u rekterych zviat, zatimco typ B infikuje pouzdoveka.
Chripkovy virus typu A méa dva podtypy, které jsotlefité pro lidi: A(H3N2) a A(H1N1),
jejichz predchidce je WZn¢ spojovan s &sinou umrti. Protilatky k H neutralizuji infekci,
zatimco protilatky pro N maji maly ochranny efekt.

Viry typu A a B kazdoroéné projdou mirnou genetickou mutaci. Po 20 az 3(0clete
dochazi kvelikym z#mam antigefi chripkového viru typu A, coZ byvaudod vzniki
pandemii a velikych epidemii.

Chripka je sezonni onemogmi a nefastji se vyskytuje v zimnich a jarniché&sicich.
Zdrojem infekce mize byt nakazZenylovék nebo zvfe. K genosu dochazi mluvenim,
kaSlanim, kychanim apod. @pka je prudky za&¥t dychacich cest, ktery po uplynuti
inkubaini doby 12 az 48 hodin, projevi rychlim nastupenoretky, tresavkou, velkymi
bolestmi hlavy, kloub a pocitemdzké schvacenosti.

Chripka ma kazdorén¢ za nasledek tisice umrti na celénitsvDokonce v letech 1995
az 96 bylo v pkbéhu chipkové epidemie postizeno zhruba 11% obyvéateské republiky.
Béhem sedmi tydin bylo nahlaSeno vice nez 90 000 komplikaci a d&3lice jak 12 000
amrtim.

Vletech 1960 az 1970 &wva zdravotnickd organizace (SZO) vybudovalé si
mezinarodniho dohledu, pro zjigi kmeni, které pevazuji nebo fedstavuji dominantni
chiipkové antigeny. Na zaklgdposbiranych informaci SZO dopéuje vyrobam, které
kmeny pouZzivat { vyrobé vakcin pro obdobidovani v daném roce. @pkoveé vakciny se
uvackji na trh giblizné od polovinyiijna v roce, pro ktery byly ¢pkové kmeny stanoveny.



Model SIR

Pro tento model sef@dpoklada , Ze v dané uzaué populaci &N jedincich se v daném
casovém okamzikut nachazi S(t) dosud zdravych, nemoci ohrozenych jedjnd(t)
infikovanych, aktivie nemoc penaSejicich osobR(t) osob, které nemoc nemaji a jsou odolni
vici ndkaze - zvySenou imunitou, izolaci nebo smrti.

Déle se pedpoklada:

= nemoc se &ikontaktem mezi infikovanymi a zdravymi, ohroZenyrsobami

»= nemoc se vyviji ihned po infikujicim kontaktu

= populace je homogenni - vSichni ohrozZeni jedinmiljsteji& ohroZeni a vSichni
infikovani jsou stej infekéni a pravdpodobnost setkani jakychkoliv dvou jedinc
v populaci je stejna

= populace ma konstantni velikost - begipokladame ani narozeni novych jedinani
migraci a vSichni zereli jsou zahrnuti do skupiny osét{t), ktefi jiZ nemoc
absolvovali

Potom plati tato rovnice:
S(t) + I(t) + R(t) = N = konst.

Model zaloZeny na existenci slozek S,I a R nazyvamoelelem SIR (Susceptibles-
Infectives-RemovalsMatematickd konstrukce modelu vychaziiedpokladu, Zze nast
infikovanych osob je ugrny paitu ohrozenych a infikovanych osolr.S(t).1(t), kder > 0 je
konstantou Uurrnosti. OhroZzenych osob stejnou rychlosti ubyva.chHRyst ubyvani
infikovanych osob (vyl&enim, amrtim) je ugrna pdtu infikovanych osob -a.l(t). Déle je
piedpokladano, Ze inkubai doba je zanedbatelna a Ze je populace tak vdlikangny Ize
povazovat za spojité.

W

R(t)

N

S(t) I(t)

obr. 1 — Model SIR

Za tchto redpoklad je matematicky Kermadk — McKendrickiv model definovan
pomoci ti diferencialnich rovnic, které popisuji dynamiledpotlivych kategorii.

S(1) = - r.S(0).I(0) S(0)=S 0>0
I'(0) = r.S(t) — a.(t) 1(0) = | 0> 0
R(t) = a.l(t) R(0) =R 0=0

Parametrr > 0 je rychlost eni infekce (pravgpodobnost nakazy). Tento parametr
tedy nastavuje miru infékosti choroby (snadnostgnaseni infekce) a kvalitu preventivnich
opateni ve spolenosti (izolace nemocnych, preventivni |éky d&ippavky, Urové
hygieny ...). Druhy parame# > 0O je rychlost Iéeni, tedy pohyb z kategorie | do kategorie R.



Druhy parametr nastavuje miru zavaznosti chorobschnické i organizai prostedky fi
lé¢eni choroby.

Z rovnice pro dynamiku infikovanych jediinplyne, Ze stav této kategorie roste nebo klesa
') | =1 o(r.S ,-a)<>0
v zavislosti na hodn#tvyrazu v zavorce, zda
S,<>alr=p

Stav ohrozenycB(t)nemize podle defirini rovnice fist, S’ (t) je tedy vZdy mensi nebo
rovno 0 aS(t)je pro libovolnycas t mensSi ne%,. Je-li tede& < alr pak i

') =1.(rS - a) < 0 pro libovolny cast =20.
Funkcel(t) je vtomto pipadt klesajici (1o > I(t) — O prot — «), coZ znamena, Ze

infekce mizi a epidemie nepropukne. Pokud jeSale a/r potom skupind(t) nejprve roste,
c0Z znamen4, Ze se infekceira roz&ovat mezi populaci.

Stavova rovina Sl

Jestlize vyjatime chovani modelu ve stavové raviSl, dostavame z pafru rovnic
pro dynamiku zdravych a infikovanych jedineztah:

ﬂ = —M = —l+£’p :E’(| z O)
ds rSi S r

Integraci tohoto vztahu dostdvame :
I+S- r.In(S) = konst. = | 0otS - riIn(S )
z ¢ehoZz vyplyva, Ze:

l+S=1I otS - rIn(S )+ r.iIn(S)=
=1l +S ,- r.(nS ) -In(S))

ProtoZze jeS<S pakl+S<l, + § a protoze je p@ateni hodnotaR, =0, je
z podminky o uzaenosti sledované populaBe+ 1, =N. TedyO<1+ S<N.



Maximalni po €et infikovanych

Jestlize epidemie jiz propukla je velice dobré zmakimalni pdet infikovanych.l(t)
bude maximalni, jestliz€(t) = 0 a to bude pr& = a/r = p. Dosadime-li tuto rovnost do
piislusné rovnice dostaneme:

| max = p.In(p) —p + 1 0+S o—p.In(S 0) =
=-p + p.In(p/S 0) =N —p + p.In(p/S 0)

Pro libovolné poateini hodnotylp a & > p z&in&4 stavova trajektorie naripce
spojujici body Q, N) a (N,0) a stoupa k vy$Sim hodnotdft), nafist nemusi byt veliky, kdyz
je lo blizké Imax KdyZ je § < r, hodnotyl(t) pro rostouct okamzit klesaji a tim padem se
epidemie neobjevi.

[max |

R O

5

obr. 2 — prevzato z [Holcik]

Stavova rovina RS

Ve stavove rovia RS je

A z toho vyplyva, Ze:
S=S of” =25 g™ >0a0<S( =) <N

Ve skuté€nosti je situace jeStspecifttejSi, protoze je < So) < p. Protoze je(wx)
roven 0, vyplyva z rovnice pro st jedind v populaci , ZdR(®) = N - S¢o)

e o)

Celkovy paet infikovanych osob je:

lcek =1 0+S 0—S( =)



Epidemie tedy ustupuje nikoli nedostatkem nakaZersachopnych osob, ale slabosti
infekce.

V praxi je rekdy velmi obtizné stanovitifristek mnozstvi infikovanych jedificale na
druhou stranu jsou znamy Udaje popisujici dynarkétegorie rezistentnidR(t).

R'(t) = a.l(t) = a. (N - R(t) — S(1)) =
—a.(N-R()-S o ROP )y "R(0)=0

Je-li R/p < 1lze rovnici zjednodusSit exponencialnikitenu dotady a po zanedbani
¢lena vysSihoradu dostavame:

Raln-s, o 2-1]r-32
dt p 2p

AnalytickéteSeni zjednoduSené diferencialni rovnicep{) ma tvar:
2
R(t) = 'O—Hi —1} +atg qat_ Cbﬂ
S [\Lp 2

kde

a:[@_l}m} oGS/ 9D
p p a



Aplikace modelu SIR
Epidemie ch Fipky na anglické chlapecké internatni Skole

Jednalo se o epidemii, kteroutpbil jeden nakazeny student z celkovéhotpd63
studend, z nichz 512 studeintb¢hem 14 dni onemoéto. Parametry modelu byly odvozeny
z realnych hodnot vyvoje nemoci.

N =762, b=1,r=218.10°den’ a a = 0,44 defl (p = 220)
K¥ivky na grafu na obr. 3 byly vygteny a body fedstavuji skut&né hodnoty.
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obr. 3: Pribéh epidemie na internatni Skole — pevzato z [Holcik]

Hong Kongska ch Fipka

Béhem zimy mezi roky 1968 a 1969 byly Spojené st&@pateny novym smrtelnym
druhem chipky, ktera byla pojmenovana Hong Kongskéigka podle mista objeveni.

Pro tento zvlastni druh tibky (Hong Kongska dtipka v New Yourku) byl sZi ntkdo
imunni na z&atku epidemie, takZe vSechny obyvatele Ize povazaeadosud zdravé.
Patateiny stav infikovanych byl asi 10.

S(0) = 7 900 000 s(0)=1 s(t) = S(t)/N
1(0) = 10 i(0) = 1,27.10 6 i(t) = I(t)/N
R(0)=0 r(0)=0 r(t) = R(t)/N

Pro tento model Bni epidemie Hong Kongskeé igbky byl zvolen parameta = 1/3,
protoZze pimérna doba infekce byla asi 3 dny. Paramelyl nastaven nar = 1/2, protoze
bylo odhadnuto, Ze kazda nakazena osoba infikujdykadruhy den dalSi osobu. Na
nasledujicim obrazku jsou ddvypaitené Kivky znazonujici pribéh epidemie.
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obr. 4: Pribéh infekce Hong Kongské chiipky v New Yourku — pfevzato z [Smith]

Jiny model — Jednoduchy bun éény automat

Pro modelovani &ni chipky typu A byl nalezen i jiny model pouZivajicidigoduchy
burg¢ny automat, ale tento model nepanezi matematické modely. B&my automat je
popsan v [Beauchemin].
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